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(1) Un'urna contiene 3 palline rosse e 2 palline bianche. Le estraiamo senza rimpiazzo ﬁnché non otteni-
amo almeno una pallina per ciascun colore. Denotiamo con X il numero di palline bianche estratte e
Y il numero di palline rosse estratte. Denotiamo inoltre con Z = X + Y il numero totale di palline
estratte.
(a) Determinare P (Z = 2);
Si ha Z = 2 se la prima è bianca e la seconda rossa o viceversa. Detto Bi l'evento i.esima
estratta bianca e similmente Ri abbiamo quindi
P (Z = 2) = P (B1 ∩R2) + P (R1 ∩B2) = P (B1)P (R2|B1) = P (R1)P (B2|R1) = 2
5
· 3
4
+
3
5
· 2
4
=
3
5
;
(b) determinare la densità di Z; Zpuò assumere solo i valori 2,3,4. Basterà quindi determinare
P (Z = 4) = P (R1 ∩R2 ∩R3 ∩B4) = 3
5
2
4
1
3
=
1
10
in quanto avremo poi P (Z = 3) = 1− P (Z2)− P (Z = 4) = 310 . La densità di Z è quindi
pZ(k) =

3
5 k = 2
3
10 k = 3
1
10 k = 4
0 altrimenti.
(c) determinare E[Z];
Basta utilizzare la deﬁnizione
E[Z] =
∑
kpZ(k) = 2 · 3
5
+ 3 · 3
10
+ 4 · 1
10
=
5
2
.
(d) stabilire se X ed Y sono indipendenti;
X ed Y sono dipendenti in quanto, ad esempio, Y = 3 implica X = 1.
(2) Si considerino due variabili X ed Y indipendenti che assumono valori 1,2,3 deﬁnite su uno spazio di
probabilità Ω. Sono noti i seguenti valori della loro densità congiunta p(x, y):
@
@X
Y
1
12
1
18
1
6
1
12
1
6
1 2 3
1
2
3
(a) Sfruttando l'indipendenza di X ed Y , veriﬁcare che p(1, 2) · p(2, 1) = p(1, 1) · p(2, 2) ed utilizzare
questa relazione per determinare p(1, 2);
1
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Deriva semplicemente dal fatto che X ed Y sono indipendenti. Abbiamo infatti p(1, 2) =
pX(1)pY (2) e similmente le altre da cui p(1, 2)p(2, 1) = pX(1)pY (2)pX(2)pY (1) e p(1, 1)·p(2, 2) =
pX(1)pY (1)pX(2)pY (2). Ne segue
p(1, 2) = p(1, 1) · p(2, 2)/p(2, 1) = 1
12
· 1
6
· 18 = 1
4
.
(b) calcolare pX(1)
pX(1) lo otteniamo sommando gli elementi nella prima colonna: pX(1) = 112 +
1
4 +
1
6 =
1
2 ;
(c) determinare la densità marginale di Y e la densità marginale di X
Dalla prima colonna otteniamo P (X = 1, Y = 1) = P (X = 1)P (Y = 1) da cui P (Y = 1) =
1
12/
1
2 =
1
6 e similmente P (X = 1, Y = 2) = P (X = 1)P (Y = 2) da cui P (Y = 2) =
1
4/
1
2 =
1
2 ;
inﬁne da P (X = 1, Y = 3) = P (X = 1)P (Y = 3) da cui P (Y = 3) = 16/
1
2 =
1
3 . La densità
marginale della X la otteniamo similmente ragionando sulla seconda riga ottenendo P (X = 1) =
1
2 , P (X = 2) =
1
3 e P (X = 3) =
1
6
(d) completare la tabella della densità congiunta p(x, y);
È suﬃciente a questo punto moltiplicare le densità marginali per ottenere la congiunta.
(e) completare la tabella in modo che le variabili X ed Y siano dipendenti.
Basta compilare la tabella con numeri non negativi diversi dai precedenti in modo che la somma
di tutti i coeﬃcienti sia 1. Si possono ad esempio mettere tutti 0 tranne in un posto in cui
inserire 1 meno la somma dei numeri che compaiono; o anche, senza fare conti, scambiando due
dei valori che si erano ottenuti nel caso indipendente.
(3) Si consideri la seguente funzione dipendente da un parametro reale a
f(x) =
{
a(1− x2) se x ∈ [−1, 1]
0 altrimenti.
(a) Stabilire per quale valore di a la funzione f(t) è la densità di una variabile aleatoria continua X;
Siccome
∫ +∞
−∞ f(x) dx =
4
3a deduciamo che necessariamente a =
3
4 ;
(b) deteminare E[X];
E[X] = 0 in quanto la densità è una funzione pari.
(c) determinare P (X < 23 |X > 13 ).
Abbiamo, per deﬁnizione di probabiltià condizionale
P (X <
2
3
|X > 1
3
) =
P ( 13 < X <
2
3 )
P (X > 13 )
=
∫ 2/3
1/3
3
4 (1− x2) dx∫ 1
1/3
3
4 (1− x2) dx
=
5
7
.
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01/07/2013
(1) Un dado viene lanciato 420 volte. Poniamo Xi = numero di lanci che hanno dato come risultato i,
per i = 1, . . . , 6. Sia inoltre X la somma dei risultati ottenuti in tutti i lanci.
(a) Determinare la densitá delle Xi;
(b) determinare la media di X;
(c) veriﬁcare che Var(X) = 1225;
(d) determinare P (X ≥ 1500);
(e) stabilire se X1 ed X sono indipendenti;
(f) detta P ′ la probabilità condizionale diﬁnita da P ′(A) = P (A|X = 421) per ogni evento A,
determinare la densità della variabile X1 rispetto alla probabilità P ′.
(2) Siano X e Y due variabili indipendenti uniformi nell'intevallo [1, 2]. Poniamo Z = min(X,Y ) e
W = max(X,Y ).
(a) Determinare la funzione di ripartizione e la densità di Z e di W ;
(b) giustiﬁcare l'identià X + Y = Z +W ;
(c) determinare E[Z] e E[W ];
(d) stabilire se Z e W sono indipendenti.
(3) Si considerino 30 variabili indipendenti X1, . . . , X30 aventi la seguente funzione di densità
f(t) =
{
4(t− t3) se 0 ≤ t ≤ 1
0 altrimenti.
(a) Veriﬁcare che f(t) è eﬀettivamente una densità continua;
(b) deteminare Var(X1);
(c) deteminare P (X1 + · · ·+X30 > 15).
15/07/2013
(1) Un'urna contiene una pallina bianca, una rossa e una gialla. Ne estraiamo una e la reinseriamo insieme
ad un'altra pallina dello stesso colore di quella estratta. Estraiamo a questo punto un'altra pallina.
Denotiamo con X il numero di palline bianche estratte e con A l'evento le due palline estratte sono
di diverso colore.
(a) Determinare la probabilità di non estrarre palline bianche.
(b) Determinare la densità di X.
(c) Stabilire se gli eventi A e {X = 0} sono dipendenti.
(d) Descrivere uno spazio di probabilità che modellizzi questo fenomeno aleatorio.
Soluzione.
(a) Detti Ri, Bi, Gi gli eventi pallina rossa/bianca/gialla all'estrazione i abbiamo
P (X = 0) = P (R1 ∩R2) + P (G1 ∩G2) + P (R1 ∩G2) + P (G1 ∩G2) = 1
6
+
1
6
+
1
12
+
1
12
=
1
2
.
(b) Si ha
P (X = 2) = P (B1 ∩B2) = 1
6
e quindi P (X = 1) = 1− P (X = 0)− P (X = 1) = 13 . La densità di X è quindi
pX(k) =

1
2 se k = 0;
1
3 se k = 1
1
6 se k = 2
0 altrimenti.
(c) Abbiamo
P (A) = P (R1 ∩B2) + P (R1 ∩G2) + ·+ P (G1 ∩B2) = 6 · 1
12
=
1
2
.
e P (A ∩ {X = 0}) = P (R1 ∩ G2) + P (G1 ∩ R2) = 16 . Di conseguenza 16 = P (A ∩ {X = 0}) 6=
P (A)P (X = 0) = 12 · 12 e quindi gli eventi A e {X = 0} sono dipendenti.
(d) Lo spazio Ω può essere descritto come tutti i possibili risultati delle due estrazioni cioè
Ω = {bb, rr, gg, br, rb, gr, rg, bg, gb}.
Gli eventi sono dati da tutti i sottoinsiemi di Ω e la probabilità è deﬁnita da
P (bb) = P (rr) = P (gg) =
1
6
e
P (br) = P (rb) = P (gr) = P (rg) = P (bg) = P (gb) =
1
12
.
(2) Sia X una variabile aleatoria avente funzione di ripartizione
FX(t) =
{
0 se t < 0
1− e−t−1 se t ≥ 0
(a) Disegnare il graﬁco di FX(t). FX(t) è continua?
(b) (*) Osservare che (−1, 0] = ∪∞n=1(− 1n ,− 1n+1 ] ∪ {0} e dedurre che P (X = 0) = 1− e−1;
(c) Determinare P (X = 1);
(d) Determinare P (X > 2|X > 1);
(e) Determinare P (X > 1|X > 2).
Soluzione
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(a) Il graﬁco di FX(t) è costante uguale a 0 sulla semiretta R<0, vale 1− e−1 in 0 e poi tende ad 1
per t→ +∞. La funzione FX(t) è quindi continua per ogni t 6= 0, ma è discontinua in t = 0.
(b) La prima parte è del tutto evidente scrivendola come
(−1, 0] = (−1,−1
2
] ∪ (−1
2
,−1
3
] ∪ · · · ∪ {0}.
Siccome gli intervalli nella destra sono disgiunti abbiamo
P (X ∈ (−1, 0]) = P (X ∈ (−1,−1
2
]) + P (X ∈ (−1
2
,−1
3
]) + · · ·+ P ({X = 0})
da cui, ricordando che P (X ∈ (a, b]) = FX(b) − FX(a) per ogni a, b otteniamo P ({X = 0}) =
FX(0) = 1− e−1.
(c) Siccome la funzione di ripartizione è continua in 1 abbiamo P (X = 1) = 0.
(d) Per deﬁnizione di probabilità condizionale abbiamo
P (X > 2|X > 1) = P (X > 2, X > 1)
P (X > 1)
=
P (X > 2
P (X > 1)
=
1− FX(2)
1− FX(1) =
e−3
e−2
= e−1.
(e) P (X > 1|X > 2) = 1, in quanro, chiaramente. se X > 2 abbiamo anche X > 1.
(3) I voti ottenuti da uno studente sono 20,24,21,25,25,20,21,21,20,26.
(a) Determinare le modalità e le rispettive frequenze;
(b) Determinare la media e la varianza;
(c) Determinare la mediana e la moda;
(d) Determinare la media armonica e la media geometrica.
Soluzione.
(a) Le modalità sono 20,21,24,25,26 e le rispettive frequenze sono 3,3,1,2,1.
(b) Detto x il carattere in esame la sua media è
µx =
1
10
(3 · 20 + 3 · 21 + 24 + 2 · 25 + 26) = 22.3.
Per calcolare la varianza determiniamo prima la media di x2
µx2 =
1
10
(3 · 202 + 3 · 212 + 242 + 2 · 252 + 262) = 502.5
da cui la varianza di x è
σ2x = µx2 − µ2x = 5.21.
(c) La mediana si ottiene riordinando i valori 20,20,20,21,21,21,24,25,25,26 per poi scegliere la media
aritmetica dei due valori centrali (dato che il campione ha cardinalità pari). In questo caso i due
valori centrali sono entrambi 21 e quindi la mediana è 21.
Il carattere risulta essere bimodale, e le due mode sono 21 e 20.
(d) La media armonica si ottiene facendo l'inverso della media degli inversi:( 1
10
(
3 · 1
20
+ 3 · 1
21
+
1
24
+ 2 · 1
25
+
1
26
))−1
= 22.08
La media geometrica è
(203 · 213 · 24 · 252 · 26)1/10 = 22.19
05/09/2013
(1) Un mazzo contiene sette carte numerate da 1 a 7. Ne estraiamo due a caso senza rimpiazzo. Si
considerino gli eventi A ="la prima carta estratta è dispari" e B ="le due carte pescate hanno
numeri consecutivi".
(a) Determinare P (A);
(b) determinare P (B);
(c) stabilire se A e B sono indipendenti;
(d) determinare il coeﬃciente di correlazione ρχA,χB ; si ha correlazione diretta o inversa? Darne una
spiegazione intuitiva.
(e) rispondere alla domanda (c) nel caso in cui le due estrazioni venissero eﬀettuate con rimpiazzo.
(2) Si considerino due variabili continue indipendenti X ed Y deﬁnite su uno stesso spazio di probabilità
Ω. La variabile X è uniforme nell'intervallo [0, 1] mentre la variabile Y è normale di media 1/2 e
varianza 1/4.
(a) Determinare P (X > 1/3) e P (Y > 1/3);
(b) determinare la probabilità che almeno una delle due variabili X ed Y sia maggiore di 1/3.
(c) determinare la funzione di ripartizione di X2.
(3) I voti ottenuti da uno studente nei compiti di matematica nella sua carriera sono riportati nella
seguente tabella:
Voto Frequenza
4 2
5 3
6 7
7 4
8 2
9 1
(a) Determinare media e varianza del campione in esame;
(b) detta X la variabile "voto al prossimo compito" determinare l'intervallo di conﬁdenza al 95%
per la media di X;
(c) determinare l'intervallo di conﬁdenza al 95% per la probabilità che il prossimo compito sarà
suﬃciente.
13/01/2014
(1) Un mazzo contiene dieci carte numerate da 1 a 10. Lanciamo un dado e peschiamo un numero di
carte pari al numero uscito sul dado. Denotiamo con X il numero uscito sul dado e con Y la variabile
di Bernoulli che vale 1 se e solo se la somma delle carte estratte è dispari.
(a) Determinare la densità di X;
(b) determinare P (X è dispari , Y = 1);
(c) determinare P (Y = 1|X = 2);
(d) determinare la densità di Y ;
(e) stabilire se X ed Y sono indipendenti.
(2) Siano X ed Y due variabili aleatorie indipendenti deﬁnite su uno stesso spazio di probabilità Ω. Le
variabili X ed Y sono entrambe esponenziali di media 1/2..
(a) Determinare P (X > 1/3);
(b) determinare la densità della variabile Z = 2X + 1;
(c) determinare la probabilità che Y e Z siano entrambe maggiori di 2;
(d) determinare la probabilità che X e Z siano entrambe maggiori di 2.
(3) La produzione annuale di una pianta di peperoni è una variabile normale di media 5kg e scarto
quadratico medio 700g
(a) Stabilire la probabilità che una piantina produca almeno 5.5kg di peperoni;
(b) Stabilire la probabilità che un campo di 120 piante produca almeno 700kg di peperoni;
17/02/2014
(1) In un cinema con tre sale vengono proiettati i ﬁlm A, B, C. Il ﬁlm A viene scelto dal 30% degli
spettatori, il ﬁlm B dal 50% e il ﬁlm C dal 20%. Da un'indagine statistica si sa che il ﬁlm A è piaciuto
all'80% delle persone che lo hanno visto, il B al 70% e il C al 60%.
(a) Qual è la probabilità che a una persona che esce da questo cinema sia piaciuto il ﬁlm che ha
visto?
(b) Su 300 persone che escono dal cinema, qual è la probabilità che almeno a 250 persone sia piaciuto
il ﬁlm visto?
(c) Su 6 persone cui è piaciuto il ﬁlm, qual è la probabilità che almeno 4 di esse abbiano visto il ﬁlm
B?
(2) Un dado rosso, uno blu e uno verde vengono lanciati simultaneamente per 4 volte. Poniamo X la
somma dei valori ottenuti dai dadi rossi, Y la somma dei valori ottenuti dai dadi rossi e blu, e Z la
somma di tutti i valori ottenuti.
(a) Determinare E[X].
(b) Stabilire se X, Y e Z sono a due a due dipendenti.
(c) Determinare la media di X + Y + Z.
(d) Determinare P (Y −X ≥ 5)
(3) Sia X una variabile continua e sia
fX(t) =
{
t
2 se 0 ≤ t ≤ 2]
0 altrimenti
la sua densità.
(a) Determinare E[X] e E[X2].
(b) Se X1, . . . , X81 sono 81 variabili indipendenti aventi la stessa densità di X determinare
P (X1 + · · ·+X81) > 100.
